Lois de Probabilité au Bac

EXERCICE 3 4 points
Commun atous les candidats

Un jardinier dispose de deux lots 1 et 2 contenant chacun de trés nombreux
bulbes donnant des tulipes de couleurs variées. La probabilité pour qu’un

bulbe du lot 1 donne une tulipe jaune est égale a %. La probabilité pour qu’un

bulbe du lot 2 donne une tulipe jaune est égale a %
Ce jardinier choisit au hasard un lot et plante 50 bulbes de tulipes.

Soit n un entier naturel vérifiant 0 < n <50.

On définit les événements suivants :
— A «le jardinier a choisi le lot 1 »
— B : «le jardinier a choisi le lot 2 »
—Jn : «le jardinier obtient n tulipes jaunes ».

1. Dans cette question, on suppose que le jardinier choisit le lot 1.

a. Quelle loi de probabilité suit le nombre de tulipes jaunes obtenues a partir
de 50 bulbes du lot 1 ?

b. Quelle est I’espérance mathématique de cette loi ?

c. Donner une expression de la probabilité que le jardinier obtienne n tulipes
jaunes,

d. Calculer la probabilité que le jardinier obtienne 15 tulipes jaunes. On
donnera I’arrondi au milliéme du résultat.

2. Probabilités conditionnelles

a. Montrer que : P(Jn/B) = (3")2°%.

b. En déduire la probabilité que le jardinier obtienne n tulipes jaunes.

c. On note p, la probabilité conditionnelle de I’événement A sachant que

Jn est réalisé. Etablir que :
350—n

Pn = 350-n . 530
d. Pour quelles valeurs de n a-t-on p, > 0,9 ?
Comment peut-on interpréter ce résultat ?

EXERCICE 3 5 points

Un récipient contient un gaz constitué de deux sortes de particules : 75 % de particules A et
25 % de particules B. Les particules sont projetées sur une cible formée de deux
compartiments K1 et K2. L’expérience est modélisée de la maniére suivante :

. . . o 1
- Une particule au hasard parmi les particules de type A entre dans K1 avec la probabilité 3

e 2
et dans K2 avec la probabilité 3
- Une particule au hasard parmi les particules de type B entre dans chacun des compartiments
avec la probabilité %

Partie A

1. Soit une particule au hasard. Déterminer la probabilité de chacun des événements
suivants :

Al : « la particule isolée est de type A et elle entre dans K1 » ;

A2 : « la particule isolée est de type A et elle entre dans K2 » ;

B1 : « la particule isolée est de type B et elle entre dans K1 » ;

B2 : « la particule isolée est de type B et elle entre dans K2 » ;

Cl: « la particule entre dans K1 » ;

C2 : « la particule entre dans K2 ».

2. On procéde 5 fois de suite et de fagon indépendante a 1’épreuve décrite en introduction. Le
nombre de particules étant trés grand, on admettra que les proportions 75 % et 25 % restent
constantes. Calculer la probabilité de I’événement E suivant : « il y a exactement deux
particules dans K2 ».

Partie B
Un récipient contient le gaz décrit précédemment. Les particules A sont radioactives et se

transforment spontanément en particules B. On note p(t) la proportion de particules A dans
le gaz. Ainsi, a I’instant t=0, ona p(0)=0,75.

e—lt

Plus généralement, si t est exprimé en années, ona p(t)=0,75 ol A est une constante

réelle. La demi-viel des particules de type A est égale & 5730 ans.

1. Calculer A ; on prendra une valeur approchée & 10~ prés par défaut.

2. Au bout de combien d’années, 10 % des particules de type A se seront-elles transformées
en particules de type B ?

3. Déterminer la valeur de t pour laquelle il y aura autant de particules de type A que de
particules de type B (on arrondira a I’unité).

I Temps au bout duquel le nombre de particules restantes est la moitié du nombre initial.
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Correction AmériqueSudNov2006 Correction France Sep 2004

; . . 1 . o
1. a. Onaune loide Bernoulli de parametres p = — et n=50. 1) Représentons la situation par un arbre

1
b. OnaE=np=>50x 1° 12, 5. (tulipes jaunes)

1" 3 50-n _ 350—!:
[ ()11&;)[)(—1?):{50)(4) *[*J :[:?

4 430
15 3 50-15 1 2 1 1
d. p(X=15) [ ] J X [ZJ = (},089. 3 J 2
2. a. Silot choisi est Ie 2, on a autant de chances d’avoir une tulipe jaune que ¢ c ¢ c
1 2 1 2
le contraire. La loi de Bernoulli a ici pour paramétres n=50 et p= > 301 1 301 1
La probabilité d’obtenir # tulipes jaunes est donc : p(A1] =plANCy) =plA) x palCy) = 7X3=7° p(A2) =plANCa)=plA)—p(ANCy) = i1y
17 1) 50-n 50, 50
)= ,Jx ) = (,) = (30250, I N B 11T
psUn)= () 2) *\2) (nJ_z_ 0 P(B1) =p(B 1 C1) =p(B) x pa(Cr) =7 x 5 = et p(B2) =p(B11C2) =p(B) —p(BNC) = 7 — g =3
nsuite, d’aprés la formule des probabilités totales,
E , d’aprés la formule des probabil 1
1\ (3)%%-n . 1.1 3 . . 3.5
b. De la méme facon que précédemment pa (Jn) = [f?] {I) X [E] = p(C1) =p(CinA] +p(Ci M B) =plA) +p(By) =7 g:get-r’f(z]:1*11((-1):1*529
50-n !
soy 3 1 1 1 3 5
(o) =m0 P(A1) = 3, P(A2) = 5, P(B1) = p(Ba) = 5., P(C1) = 5 et (Ca) = 3.
. R . 4’ 2’ 8 8 8
A et B forment une partition de l'univers, donc d’apres la formule des
probabilités totales,
pUuJ '\ﬂfu)'f'p(Bﬁfn = p(A) x pq(qu-,D(B) X PR (Jn)l=
1 [503 350 noq [303 1 l [5 :l [350—H 1) 1 - ( J [330 n +2JD} 2) Notons X le nombre de particules qui entrent dans K,. La variable aléatoire X est régie par un schéma de BERNOULLL
_ ®—— 4 — K — = — —_—. En effet
n’ 0 n/ 50 "/ 50 O 0 '
2 42 2 2 2 4 27 2 & 5 expériences identiques et indépendantes sont effectuées;
50-n 5
l ¥ e chaque expérience a deux issues : « la particule entre dans Kz » avec une probabilité p = 2 (d’aprés 1)) ou
_ a plAn]y) _Pa (Jn) % p[ﬂ] [ur 450 — 3 ’
¢ pn=p, A= = = Z0-n = « la particule n'entre pas dans K> » avec une probabilité 1 —p = =.
pUn) pUn) ) 3 8 .
( 450 250 ) La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramétresn =5 et p = %
50-n
37 250-n La probabilité demandée est p(X =2) et on a
4” -
50— 50, — 50 2 3 2 353 3 5
330 n+230 3560-n 4 950 o 5 E E B 5= x3 5 x% 3 7337.)7 R
[T p(X=2) = 2% l3) *l3 =10x FER T 7]638470,20.)310 prés.
50—n
d pp2099 = ———— =099 < 3%-"720,9(350-742%) =
350-n 4 250 J

In {25” % 9)

0,1x3%-7 20,952 — (50-n)In3=In(9x 2°') = n=<50- 03

< n=16,4.

Conclusion : il faut que n< 17.

Interprétation : Sile nombre de tulipes jaunes est peu élevé (ici moins de
17) la probabilité d'avoir choisi le lot 1 est trés grande; si ce nombre de
tulipes jaunes se rapproche de 25 sur 50, la probabilité est grande que le
lot choisi soit le lot 2.
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1) Soit A un réel

. p(0) _s7aon 0,75 _s7aon | 57300 In(2)
"’I' ‘ — B 720 — 720/ — S ) — 4 — Il ‘ - .
p(5730) 7 & 0,75e 3 & e 7 S e 2 & 5730N =1n(2) & A 5730
In(2) o .
A= =30 = 0,00012 2 10" prés.

2) Soit t un réel positif.

In(10/9)
10 9 9 A

p(t) AN p(0) & 0,75e M <0,9x0,75 e M< RPN > 10 &M -_>lufE] etz

=900
57301n(10/9)
y ¢ 5 2PUMUOR) w700
St '

Ainsi,

Au bout de 871 années (arrondi 4 I'unité), 10% au moins des particules de type A
se seront transformées en des particules de type B.

3) Soit t un réel positif.

In(3/2)
A

ot o ; SAt=(3/2) & t=

57301n(3/2)
1n(2)

Au bout de 3352 années (arrondi & I'unité), il y aura autant de particules de type A que de particules de type B. .

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats
Partie A

- Soit Al'événement : « étre une particule du type A»; p(A) =0,75.

- Soit B I'événement : « étre une particule du type B »; p(B) =0,25.

1 2 1 1
Ona pa(Kl) = 3 paK2) = g;et pe(Kl) = > pp(K2) = —.

2
1. p(AD) = p(AnK1) = po(KL) x p(A) = %x % _ %;
p(A2) = p(ANK2) = pa(K2) x p(A) = gx ; - é;
p(B1) = p(BNK1) = pp(K1) x p(B) = % x % _ E};
p(B2) = p(BNK2) = pp(K2) x p(f’,) :15 XSZ =5
p(Cl = p[(AnK1) U (BNK1)] = %4- % _ g;
p(C2 = pl[(AnK2)U(BNK2)] = > + 5= g;

|,

2. Ona une expérience de Bernoulliavec n=5et p=

(E2 3
Ona p(E) = (3) (g) (g] =~ 0,206.

Partie B

1. A linstant 0, la proportion est de 0,75 et au bout de 5 730 ans la proportion

n'est plus que la moitié soit 0,375.
- 1 -
Soit 0,375 = 0,75e 7 —= - = 50 = 57304 =-In2 == A=

2
In2 . —_— )
= 0,000 12 a 10" pres par défaut.
5730

2. On cherche le tempst au bout duquel il ne reste plus que 90 % de particules
$0it 0,75~ 0000127 5 0,9x 0,75 <= e 000127 5 0,9 <= -0,00012f = In(0,9) <

Ino0,9
t= — = 878 ans.
—0,00012

3. Méme question avec 50 % :

0,5

0 759*0,00012E =05 9—0,00012r ~
’ ’

0,75
in(3)
7 0,00012

2
<= —0,000121 = lng ==

= 3 379 ans



