[ it ALYRE

TD - Ensembles, applications, dénombrement -

ECG 1

Exercice 1

Dans chacune des questions suivantes, on donne un ensemble {2 et des
parties A et B de 2. Déterminer explicitement les ensembles AN B, AU
B, AN B, ainsi que AN B.

1. Q={1;2;3;4}, A={1;2}, B=1{2;4}
2. Q=R, A=]|—00;3|, B=[2;4+00]

3. Q=R, A=] —00;2], B=[3;+00]

4. Q =R, A=N, B =|0; +00]

Exercice 2

X, Y et Z désignent des ensembles.
A noter : On désigne par X \ Y, lu "X privé de Y', 'ensemble des
éléments qui sont dans X mais pas dans Y i.e X \Y = X NY.
Démontrer les affirmations suivantes :

1. SiXCcVYalorsXNZcCcYnZ
2. (XCVY) <= (X=XnY)

3. X=XNY)Uu(X\Y)

4. (XNnY)N(XNnZ)=XNnYnZ

Exercice 3

Soit F un ensemble, A et B deux parties de F.
1. Montrer que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
2. Montrer que AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
3. Montrer que : (ANB=AUB) <= A=0.

Exercice 4

Soient A et B deux parties d’'un méme ensemble 2. Simplifier les écri-
tures des ensembles suivants :

) 3. AnNBNB
) 4. AUBNB

AN(AU
2. AU(AU

s/

N
Sy

Exercice 5

Soient A et B deux parties d’un méme ensemble €.
Montrer que ANB=AUB < A=B.

Exercice 6

Soient A et B deux parties d’'un méme ensemble 2.
1. Déterminer A\ A, A\( et Q\A.
2. Montrer que si A\B = A alors B\A = B.
3. Montrer que A\(AN B) = A\B.

Exercice 7

A, B, C étant trois parties d'un ensemble E, montrer que :
siAUBCAUCet ANBCANC, alors B C C.

Exercice 8

Soient f: N — Net g: N — N deux applications définies par :

1. Etudier Pinjectivité, la surjectivité, la bijectivité, éventuelle de f
et g.
2. Préciser foget go f.

Exercice 9

Soit f: E — FE une application vérifiant fo fo f =idg.
Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

Soient E, F, G trois ensembles, f : E — F, g : F — G deux applica-
tions.

1. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

2. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

Soient E, F, G trois ensembles, g : ¥ — F,h: K — F,f : F — G
trois applications.
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Démontrer que si fog = foh etsif estinjective alors g = h.

On considere 'application

g: R\{-1} — R\ {1}
T+ 2

z+1
Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.

Exercice 13
oo o _Jn sl n est impair
Soit f : Z — 7Z définie par f(n) = { n+2 sin est pair

Montrer que f est une bijection.

Exercice 14
Soit f: R\{2} — R\{1} définie par f(z) =
2z
-1

T

et
Tr— 2

g : R\{1} — R\{2} définie par f(x) = -

Déterminer f o g et go f. Conclure.

1. Soit f: R — R une application.
Montrer que si f est strictement croissante alors f est injective.

i

Le résultat précédent est-il vérifié si f est strictement décroissante ?

3. Trouver les solutions de ’équation d’inconnue x : x + e* = 1.

Exercice 16
On tire 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
Combien y a-t-il de tirages vérifiant les conditions suivantes ?
. Aucune condition.
. Il y a au moins un pique parmi les cinq cartes.
. Il y a exactement deux valets.
. Il y a un as et deux carreaux.
. Il n’y a pas de carte en dessous de 9.
Les cinq cartes forment deux paires (mais pas de brelan).
g. Les cinq cartes sont de la méme couleur.

o 80 o e

=

h. Les cinq cartes forment une quinte flush (suite de méme couleur).

On tire 5 atouts dans un jeu de tarot.
Combien y a-t-il de tirages vérifiant les conditions suivantes ?
a. Au moins un atout est multiple de 5.
b. Il y a exactement un multiple de 5 et un multiple de 3.
c. On a tiré le 1 ou le 21.

A Dentrée d’un immeuble, on dispose d’un clavier de douze touches :

e trois lettres (A, B et C),

e neuf chiffres non nuls (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 et 9).
Le code déclenchant l'ouverture de la porte peut étre changé par le
régisseur. Ce code est formé d’une lettre suivie d’'un nombre de trois
chiffres.

a. Dans cette question, on considere que les trois chiffres du code ne
sont pas forcément distincts. Combien de codes commencant par la lettre
A le régisseur peut-il proposer ?

b. Dans cette question, on considere que le code ne contient que des
chiffres distincts. Combien de codes le régisseur peut-il proposer ?

Combien y a-t-il d’anagrammes de MAISON ? de RADAR 7 de MISSIS-
SIPI? de ABRACADABRA?

On considere une classe de 36 éleves qui étudient tous au moins une
langue parmi I'anglais, ’espagnol et I'allemand. On sait que :

a. 22 éleves étudient 'anglais, 22 étudient ’allemand, 18 étudient 1’es-
pagnol

b. 10 éleves étudient a la fois 'anglais et 'allemand, 9 étudient a la
fois 'allemand et 1’espagnol, 11 a la fois 'anglais et 1’espagnol.

Combien d’éleves étudient les trois langues ?

Par récurrence sur n € N, montrer que

et e el () = () + () + () + -+ ()



