
TD - Les variables aléatoires à densité - correction ECG 1�� ��Exercice 1
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F est

définie par F (x) =
{

0 si x < 0
1 − e−x2/2 si x ⩾ 0 .

Montrons que X est une variable à densité et déterminons-en une
densité.

Pour montrer que X est une variable à densité, montrons que F est
continue sur R et C1 sur R sauf éventuellement en un nombre fini de
points.

• F est continue sur ] − ∞; 0[ et sur ]0; +∞[.
lim

x→0−
F (x) = 0 et lim

x→0+
F (x) = 0 donc lim

x→0
F (x) existe et vaut 0

qui est F (0).
Ainsi, F est continue sur R.

1. La fonction nulle est C1 sur ]−∞; 0[ et la fonction x → 1−e−x2/2

l’est sur ]0; +∞[ donc F est C1 sur R sauf éventuellement en 0.
Déterminons à présent une densité de X.

On sait qu’une densité f est telle que f(x) = F ′(x) aux valeurs où
F est dérivable et pour les autres valeurs, on peut choisir une valeur
positive ou nulle.

Ainsi, une densité de f est f(x) =
{

0 si x ⩽ 0
xe−x2/2 sinon .

�� ��Exercice 2
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est définie

par F (x) =


0 si x < e

1 − 1
ln(x) si x ⩾ e

1. Montrons que X est une variable aléatoire à densité.
Pour montrer que X est une variable à densité, montrons que
F est continue sur R et C1 sur R sauf éventuellement en un
nombre fini de points.
• F est continue sur ] − ∞; e[ et sur ]e; +∞[.

lim
x→e−

F (x) = 0 et lim
x→e+

F (x) = 0 donc lim
x→e

F (x) existe et vaut

0 qui est F (e) = 1 − 1
ln(e) = 0.

Ainsi, F est continue sur R.
a. La fonction nulle est C1 sur ] − ∞; e[ et la fonction x →

1 − 1
ln(x) l’est sur ]e; +∞[ donc F est C1 sur R sauf éven-

tuellement en e.
2. Déterminons une densité f de X.

On sait qu’une densité f est telle que f(x) = F ′(x) aux valeurs
où F est dérivable et pour les autres valeurs, on peut choisir une
valeur positive ou nulle.

Ainsi, une densité de f est f(x) =


0 si x ⩽ e

1
x(ln(x))2 sinon .

3. Déterminons le réel µ tel que F (µ) = 1
2 (médiane de X).

F est nulle sur ] − ∞; e[ donc l’équation F (x) = 1
2 n’a pas de

solution sur ] − ∞; e[.
Sur ]e; +∞[ :

F (x) = 1
2 ⇐⇒ ln(x) = 2 i.e x = e2.

Ainsi, µ = e2.�� ��Exercice 3
Dans chaque cas, déterminons si la fonction f est une densité de pro-
babilité.

f est une densité de probabilité si
• f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de

valeurs
• f est positive sur R

•
∫ +∞

−∞
f(t)dt converge et vaut 1
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1. f(x) =
{

ex si x < 0
0 si x ⩾ 0

• f est continue sur R sauf en 0
• f est positive sur R

• f est nulle sur R+ donc
∫ +∞

0
f(t)dt converge.

Étudions la convergence de
∫ 0

−∞
f(t)dt.

Soit x < 0,
∫ 0

x
etdt = 1 − ex et lim

x→−∞
ex = 0.

Ainsi,
∫ +∞

−∞
f(t)dt converge et vaut 1.

f est bien une densité de probabilité.

2. f(x) =


1

x + 1 si 0 ⩽ x ⩽ e − 1
0 sinon

• f est continue sur R sauf en éventuellement en 0 et en e − 1
• f est positive sur R

• f est nulle sur −∞; 0[ et sur ]e − 1; +∞[ donc
∫ +∞

−∞
f(t)dt

converge et vaut
∫ e−1

0

1
x + 1dx.∫ e−1

0

1
x + 1dx = [ln(x + 1)]e−1

0 = 1.

f est bien une densité de probabilité.

3. f(x) =
{

ln(x) si 0 < x ⩽ 1
0 sinon

• f est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1
• f n’est pas positive sur ]0; 1[

f n’est pas une densité de probabilité.

4. f(x) =


1
x2 si x ⩾ 1
0 si x < 1

• f est continue sur R sauf en 1
• f est positive sur R

• f est nulle sur ] − ∞; 1[ donc
∫ 1

−∞
f(t)dt converge.

Étudions la convergence de
∫ +∞

1
f(t)dt.

Soit x ⩾ 1,
∫ x

1

1
t2 dt = −1

x
+ 1 et lim

x→+∞
−1

x
= 0.

Ainsi,
∫ +∞

1
f(t)dt converge et vaut 1.

f est bien une densité de probabilité.

5. f(x) =


1
x4 si x ⩽ −1
0 si x ∈] − 1; 1[
1
x4 si x ⩾ 1

• f est continue sur R sauf éventuellement en −1 et en 1
• f est positive sur R

• Étudions la convergence de
∫ +∞

1
f(t)dt.

Soit x ⩾ 1,
∫ x

1
t−4dt =

[
t−3

−3

]x

1
= − 1

3x3 + 1
3 et lim

x→+∞
− 1

3x3 +

1
3 = 1

3 .

Ainsi,
∫ +∞

0
f(t)dt converge et vaut 1

3 .

On remarque que f est paire donc
∫ +∞

−∞
f(t)dt converge et

vaut 2
3 ̸= 1.

f n’est pas une densité de probabilité.
On associe une variable aléatoire X à chaque densité.

Déterminons alors sa fonction de répartition.
∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.
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1. • Si x < 0,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=
∫ x

−∞
etdt

Soit y ⩽ x,
∫ x

y
etdt = ex − ey et par suite, F (x) = ex.

• Si x ⩾ 0,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=
∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ x

0
f(t)dt

= 1 +
∫ x

0
f(t)dt

= 1

Ainsi, F (x) =
{

ex si x < 0
1 sinon .

2. • Si x < 0,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

= 0

• Si 0 ⩽ x ⩽ e − 1,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=
∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ x

0
f(t)dt

= [ln(t + 1)]x0
= ln(x + 1)

• Si x > e − 1,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=
∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ e−1

0
f(t)dt +

∫ +∞

e−1
0dt

= [ln(t + 1)]e−1
0

= 1

Ainsi, F (x) =


0 si x < 0
ln(x + 1) si 0 ⩽ x ⩽ e − 1
1 si x > e − 1

.

4. • Si x < 1,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

= 0

• Si x ⩾ 1,

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=
∫ 1

−∞
f(t)dt +

∫ x

1
f(t)dt

= 1 − 1/x

Ainsi, F (x) =
{

0 si x < 1
1 − 1/x sinon .

�� ��Exercice 4
Dans chaque cas, déterminons (si possible) le réel a pour que f soit
une densité de probabilité.

On remarque tout d’abord que les trois fonctions sont bien continues
sauf éventuellement en un nombre fini de points.
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1. f(x) =
{

ax2 si x ∈ [0; 2]
0 sinon

f est une densité de probabilité ssi a ⩾ 0 et
∫ 2

0
ax2dx = 1 soit

a = 3
8 .

2. f(x) =
{

x2 si x ∈ [0; a]
0 sinon

f est une densité de probabilité ssi
∫ a

0
x2dx = 1 soit a = 3

√
3.

3. f(x) =
{

x + 1 si x ∈ [−a; a]
0 sinon

f est une densité de probabilité ssi
∫ a

−a
x+1dx = 1 soit a = 1/2.

�� ��Exercice 5

Soit f la fonction définie par f(x) =

 0 si x < 1
1
x2 si x ⩾ 1

1. Montrons que f est une densité.
f est continue sur R sauf en 1 et positive sur R.

La fonction étant nulle sur ] − ∞; 1[,
∫ 1

−∞
f(x)dx converge et

vaut 0.
Soit t ⩾ 1,

∫ t

1
f(x)dx =

[
−1

x

]t

1
= 1 − 1

x
.

Par passage à la limite en +∞, on en déduit que
∫ +∞

1
f(x)dx

converge et vaut 1.

Ainsi,
∫ +∞

−∞
f(x)dx converge et vaut 1.

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire dont f est une densité. X admet-

elle une espérance ?

X admet une espérance ssi
∫ +∞

−∞
xf(x)dx converge absolument.

La fonction f étant nulle sur ] − ∞; 1[, nous sommes ramenés à
l’étude de la convergence de

∫ +∞

1

1
x

dx.
Or, cette intégrale de Riemann est divergente donc X n’admet
pas d’espérance.

3. Soit a ̸= 0. Donnons une densité de Y = aX (on pourra distin-
guer les cas où a > 0 et a < 0).
Déterminons la fonction de répartition de X.
∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Ainsi, F (x) =

 0 si x < 1
1 − 1

x
sinon .

Déterminons la fonction de répartition de Y .
∀x ∈ R, FY (x) = P(Y ⩽ x) = P(aX ⩽ x).
• Si a > 0,

FY (x) = FX

(
x

a

)
=


0 si x/a < 1
1 − 1

x/a
sinon =

 0 si x < a

1 − a

x
sinon .

• Si a < 0,

FY (x) = 1 − FX

(
x

a

)
= 1 −


0 si x/a < 1
1 − 1

x/a
sinon =

 1 si x > a
a

x
sinon .

Il est immédiat que dans chacun des deux cas, FY est continue
sur R et de classe C1 sur R sauf éventuellement en a.
Ainsi, Y est une variable à densité.
• Si a > 0,

fY (x) =

 0 si x < a
a

x2 sinon .
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• Si a < 0,

fY (x) =

 0 si x > a

− a

x2 sinon .

Remarque : lorsqu’on a dans le cas a > 0, FY (x) = FX(x/a),
on peut conclure que FY est continue sur R (composée de deux
fonctions continues sur R) et de classe C1 sur R comme com-
posée de fonctions de classe C1 sauf éventuellement en quelques
valeurs et par suite, Y est à densité et fY (x) = 1

a
fX(x/a) = ...

�� ��Exercice 6
Soit X une variable aléatoire à densité dont une densité est donnée
par f(x) =

{
e−|x| si − ln(2) ⩽ x ⩽ ln(2)
0 sinon .

1. Déterminons la fonction de répartition de X.
• Si x < − ln(2), FX(x) = 0

• Si − ln(2) ⩽ x < 0, FX(x) = [et]x− ln(2) = ex − 1
2

• Si 0 ⩽ x < ln(2), FX(x) = 1
2 + [−e−t]x0 = 3

2 − e−x

• Si ln(2) ⩽ x, FX(x) = 1

Ainsi, FX(x) =



0 si x < − ln(2)
ex − 1

2 si − ln(2) ⩽ x < 0
3
2 − e−x si 0 ⩽ x < ln(2)
1 si ln(2) ⩽ x

.

2. Calculons P (X ⩾ 0)

P(X ⩾ 0) = 1 − FX(0) = 1
2 .

3. On pose Y = |X|. Déterminons la fonction de répartition G de
Y , puis montrons que Y est une variable aléatoire à densité, et
donnons-en une densité.
∀x ∈ R, G(x) = P(Y ⩽ x)P(|X| ⩽ x).

• Si x < 0, G(x) = 0
• Si x ⩾ 0, G(x) = P(−x ⩽ X ⩽ x).

Ainsi, G(x) = P(X ⩽ x) − P(X ⩽ −x) = FX(x) − FX(−x).

On a FX(−x) =



0 si x > ln(2)
e−x − 1

2 si ln(2) ⩾ x > 0
3
2 − ex si 0 ⩾ x > − ln(2)
1 si − ln(2) ⩾ x

.

Donc G(x) =
{

2 − 2e−x si 0 ⩽ x < ln(2)
1 si x ⩾ ln(2)

Ainsi, G(x) =


0 si x < 0
2 − 2e−x si 0 ⩽ x < ln(2)
1 si x ⩾ ln(2)

On démontre facilement que lim
x→0

G(x) = G(0) et que
lim

x→ln(2)
G(x) = G(ln(2)) donc G est continue sur R.

La fonction exponentielle étant C1 sur R, on en déduit que G
est C1 sur R sauf éventuellement en 0 et en ln(2).
Ainsi, Y est une variable à densité et on peut prendre pour
densité

g(x) =


0 si x < 0
2e−x si 0 ⩽ x < ln(2)
0 si x ⩾ ln(2)�� ��Exercice 7

Soit X une variable aléatoire à densité de densité fX (supposée conti-
nue sur R) et de fonction de répartition FX .

1. Démontrons que pour tous réels a et b avec a ̸= 0, la variable
aléatoire Y = aX + b est à densité et exprimons sa densité en
fonction de fX , a et b.

• Si a > 0, ∀x ∈ R, Fy(x) = P(Y ⩽ x) = P
(

X ⩽
1
a

x − b

a

)
=

FX

(
1
a

x − b

a

)
.
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x → 1
a

x− b

a
est continue sur R et FX est également continue

sur R donc FY est continue sur R.

De plus, x → 1
a

x − b

a
est C1 sur R et FX est également C1

sur R donc FY est C1 sur R.
Ainsi, Y est une variable à densité.

Et ∀x ∈ R, fY (x) = 1
a

fX

(
1
a

x − b

a

)
.

• Si a < 0, ∀x ∈ R, Fy(x) = P(Y ⩽ x) = P
(

X ⩾
1
a

x − b

a

)
=

1 − FX

(
1
a

x − b

a

)
.

x → 1
a

x− b

a
est continue sur R et FX est également continue

sur R donc FY est continue sur R.

De plus, x → 1
a

x − b

a
est C1 sur R et FX est également C1

sur R donc FY est C1 sur R.
Ainsi, Y est une variable à densité.

Et ∀x ∈ R, fY (x) = 1
a

fX

(
1
a

x − b

a

)
.

Ainsi, dans tous les cas, Y est une variable à densité et ∀x ∈

R, fY (x) = 1
a

fX

(
1
a

x − b

a

)
.

2. Démontrons que la variable aléatoire Y = X2 est à densité et
exprimons sa densité en fonction de fX .
∀x ∈ R, FY (x) = P(X2 ⩽ x).
Si x < 0, FY (x) = 0.
Si x ⩾ 0, FY (x) = FX(

√
x) − FX(

√
x).

Tout comme la question précédente, le caractère C1 de la fonc-
tion racine carrée sur R+ permet d’affirmer que Y est une va-
riable à densité et ∀x ⩾ 0, fY (x) = 1

2
√

x
(fX(

√
x) − fX(

√
x)).

3. Démontrons que la variable aléatoire Y = eX est à densité et
exprimer sa densité en fonction de fX .
∀x ∈ R, FY (x) = P(eX ⩽ x).
Si x ⩽ 0, FY (x) = 0.
Si x > 0, FY (x) = FX(ln x).
Tout comme la question précédente, le caractère C1 de la fonc-
tion ln sur R+∗ permet d’affirmer que Y est une variable à den-
sité et ∀x > 0, fY (x) = 1

x
fX(ln x).

�� ��Exercice 8
Soit X une variable aléatoire de densité f définie par

f(x) =

 0 si x < 1
6
x7 si x ⩾ 1

Montrons que X admet une espérance et une variance que l’on calcu-
lera.

X admet une espérance ssi
∫ +∞

−∞
xf(x)dx converge absolument.

La fonction étant nulle sur ]−∞; 1[, il suffit d’étudier la convergence
(absolue) de

∫ +∞

1
xf(x)dx soit

∫ +∞

1

6
x6 dx.

Soit t ⩾ 1,
∫ t

1

6
x6 dx = 6

[
x−5

−5

]t

1
= −6

5

( 1
t5 − 1

)
d’où, par passage

à la limite en +∞,
∫ +∞

1

6
x6 dx converge et par suite, X admet une

espérance E(X) = 6
5 .

Regardons si X admet un moment d’ordre 2 ce qui revient à étudier
la convergence de

∫ +∞

1
x2f(x)dx soit

∫ +∞

1

6
x5 dx et par suite, E(X2) =

3
2 .

Ainsi, d’après le théorème de Koenig-Huygens, X admet une va-
riance et V (X) = E(X2) − (E(X))2 = 3

50 .
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Pour λ > 0, on considère la fonction f définie sur R par

f(x) =
{

0 si x < 0
λe−λx si x ⩾ 0

1. Montrons que f est une densité de probabilité.
f est continue sur R∗ et positive sur R.
La fonction étant nulle sur ] − ∞; 0[, il suffit de démontrer que∫ +∞

0
f(x)dx converge.

Soit t ⩾ 0.∫ t

0
f(x)dx = 1 − e−λt et donc par passage à la limite en +∞, on

en déduit que
∫ +∞

0
f(x)dx converge et par suite,

∫ +∞

−∞
f(x)dx

converge vers 1.
Soit donc X une variable aléatoire de densité f .

2. Justifions que X admet une espérance et calculons-la.
X admet une espérance ssi

∫ +∞

−∞
xf(x)dx converge absolument

i.e
∫ +∞

0
xf(x)dx converge.

Soit t ⩾ 0. Déterminons
∫ t

0
xf(x)dx.

Posons u′(x) = λe−λx et v(x) = x.
u(x) = −e−λx et v′(x) = 1.
u et v sont de classe C1 sur [0; t] donc par IPP, on a :∫ t

0
xf(x)dx = −te−t −

∫ t

0
−e−λxdx i.e∫ t

0
xf(x)dx = −te−λt − 1

λ
e−λt + 1

λ
.

lim
t→+∞

te−λt = 0 par CC donc l’intégrale converge et E(X) = 1
λ

.

3. Justifions que X admet une variance et calculons la.
Regardons si X admet un moment d’ordre 2.
Pour cela, étudions la convergence absolue de

∫ +∞

0
x2f(x)dx.

Soit t ⩾ 0. Déterminons
∫ t

0
x2λe−λxdx.

A l’aide d’une double IPP, on a∫ t

0
x2λe−λxdx = −λ2t2e−λt − 2λte−λt − 2e−λt + 2

λ2 et par passage
à la limite en +∞, on en déduit que X admet un moment d’ordre
2 et que E(X2) = 2

λ2 .
D’après le théorème de Koenig-Huygens, X admet une variance
et V (X) = 2

λ2 − 1
λ2 = 1

λ2 .

4. Déterminons la fonction de répartition FX de X.
∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Ainsi,

FX(x) =
{

0 si x < 0
1 − e−λx si x ⩾ 0

5. Déduisons-en la médiane de X, notée med(X) i.e le réel a pour
lequel P(X ⩽ a) = 1

2 .

On cherche la valeur de a telle que FX(a) = 1
2 . Elle appartient

à R+.
FX(a) = 1

2 ⇐⇒ e−λa = 1
2 i.e a = ln(2)

λ
.

�� ��Exercice 10

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =


0 si x < 0

2
(1 + x)3 si x ⩾ 0

1. Montrons que f est une densité de probabilité, d’une variable
aléatoire que l’on notera X.
f est continue sur R∗ et positive sur R.

Il suffit donc de déterminer
∫ +∞

−∞
f(x)dx, soit

∫ +∞

0
f(x)dx de

par la nullité de f sur ] − ∞; 0[.
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Soit t ⩾ 0,∫ t

0
f(x)dx = −

[
1

(1 + x)2

]t

0
= 1 − 1

(1 + t)2 .

lim
t→+∞

1
(1 + t)2 = 1 donc l’intégrale converge et f est bien une

densité de probabilité.
2. Déterminons la fonction de répartition FX de X.

On obtient FX(x) =


0 si x < 0
1 − 1

(1 + x)2 si x ⩾ 0

3. A l’aide d’un changement de variable affine, justifions la conver-
gence de l’intégrale

∫ +∞

0

2t

(1 + t)3 dt et calculons la.

L’intégrale est impropre en +∞.
Soit x ⩾ 0, déterminons

∫ x

0

2t

(1 + t)3 dt.

Soit u = 1 + t.
• Lorsque t varie de 0 à x, u varie de 1 à 1 + x

• u = 1 + t ⇒ t = u − 1
• dt = du

u → u − 1 est C1 sur [1; 1 + x] donc le changement de variable
est licite et on a∫ x

0

2t

(1 + t)3 dt =
∫ 1+x

1

2(u − 1)
u3 du = 2

∫ 1+x

1
u−2 − u−3du = 1 −

2x + 1
(1 + x)2 .

Par passage à la limite en +∞, on en déduit que l’intégrale
impropre converge vers 1.

4. Déduisons-en que X admet une espérance et déterminons la.

X admet une espérance ssi
∫ +∞

−∞
f(t)dt converge absolument i.e∫ +∞

0

2t

(1 + t)3 dt converge, ce qui est la cas d’après la question
précédente.

Ainsi, E(X) = 1.

�� ��Exercice 11

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =
{

0 si x < 0
xe−x si x ⩾ 0

1. Étude de la fonction f

a. Justifions que f est dérivable sur ] − ∞; 0[ et sur ]0; +∞[.
f est nulle sur ] − ∞; 0[ donc dérivable sur cet intervalle et
elle est le produit de deux fonctions dérivables sur R+∗ donc
elle est également dérivable sur cet intervalle.
Est-elle continue en 0 ?
lim

x→0−
f(x) = 0 et lim

x→0+
f(x) = 0.

De plus, f(0) = 0 × e−0 = 0.
Ainsi, lim

x→0
f(x) = f(0) et par suite, f est continue en 0.

Est-elle dérivable en 0 ?
lim

x→0−

f(x) − f(0)
x − 0 = 0 et lim

x→0+

f(x) − f(0)
x − 0 = 1.

Ainsi, fd(0) ̸= fg(0) et par suite, f n’est pas dérivable en 0.
b. Dressons le tableau de variations complet de f sur [0; +∞[.

∀x ⩾ 0, f ′(x) = e−x(1 − x).
lim

x→+∞
xe−x = 0 par CC.

c. Étudions la convexité de f sur [0; +∞[.
f est de classe C2 sur [0; +∞[ et
∀x ∈ R, f”(x) = e−x(x − 2).
Ainsi, f est convexe sur [2; +∞[ et concave sur [2; +∞[.
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d. Donnons l’allure de la courbe représentative de f sur R. Don-
née : e−1 ≃ 0, 37.

2. Étude d’une première variable aléatoire
a. Montrons que f est une densité de probabilité.

f est continue et positive sur R.
Montrons que

∫ +∞

−∞
f(x)dx converge et vaut 1.

Il suffit, pour cela, de montrer que
∫ +∞

0
f(x)dx converge et

vaut 1.
Soit t ⩾ 0.
En utilisant une IPP, on a :∫ t

0 f(x)dx = 1 − e−t − te−t.

Par passage à la limite en +∞, on en déduit que
∫ +∞

0
f(x)dx

converge et vaut 1.

Ainsi, f est une densité de probabilité.
On note alors X une variable aléatoire de densité f dont la
fonction de répartition est notée F .

b. Sans calcul, justifions que la fonction F est C1 sur R.
En tout point x où f est continue, F est dérivable en x et
vérifie F ′(x) = f(x).
On en déduit ainsi que F est de classe C1 sur R.

c. Montrons que pour tout réel x,

F (x) =
{

0 si x < 0
1 − e−x(1 + x) si x ⩾ 0

• Si x < 0 :
F (x) = 0, f étant nulle sur ] − ∞; 0[.

• Si x ⩾ 0 :
F (x) = 1 − e−x − xe−x

d’où le résultat.
d. Montrons que la variable aléatoire X admet une espérance,

que l’on calculera.

X admet une espérance ssi
∫ +∞

−∞
xf(x)dx CVA i.e∫ +∞

0
x2e−xdx converge.

Soit t ⩾ 0.
A l’aide d’une double IPP, on obtient

∫ t

0
x2e−xdx = −2te−t−

t2e−t − 2e−t + 2 et par passage à la limite, on en déduit que
X admet une espérance et que E(X) = 2.

3. Étude d’une seconde variable aléatoire
On considère maintenant la variable aléatoire Y = eX .
a. Déterminons la fonction de répartition, notée G, de la va-

riable aléatoire Y .
∀x ∈ R, G(x) = P(Y ⩽ x) = P(eX ⩽ x).
• Si x ⩽ 0, G(x) = 0
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• Si x > 0, G(x) = P(X ⩽ ln(x)).

Ainsi, G(x) =
{

0 si ln(x) < 0
1 − e− ln(x)(1 + ln(x)) si ln(x) ⩾ 1

Ainsi, G(x) =

 0 si x < 1
1 − 1

x
(1 + ln(x)) si x ⩾ 1

b. On démontre facilement que G est continue sur R et de classe
C1 sur R (F étant C1 et ln également) donc Y est une va-
riable à densité.

Soit g(x) =


0 si x < 1
ln(x)

x2 si x ⩾ 1

c. La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

Y admet une espérance ssi
∫ +∞

−∞
xg(x)dx CVA i.e∫ +∞

1

ln(x)
x

dx converge.
Soit t ⩾ 1.∫ t

1

ln(x)
x

dx =
[

(ln(x))2

2

]t

1
= (ln(t))2

2 qui a pour limite +∞
en +∞.
Ainsi, l’intégrale diverge et Y n’admet pas d’espérance.


