I SAINTALYRE

TD - Les probabilités sur un univers infini - Correction

ECG 1

Exercice 1

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Dans 'urne numérotée k se
trouvent k boules blanches et n — k boules rouges. On choisit au hasard
(de maniére équiprobable) une urne, puis on tire deux boules dans cette
urne.

1. Déterminons la probabilité d’avoir deux boules blanches.

Soit U; :"On choisit 'urne ¢" et B
blanches".

'Les deux boules tirées sont

Les événements (U;)1<i<n réalisent une partition de © donc d’apres
la formule des probabilités totales, on a :

P(B) = Y. P(4y) x P4y (B)

L, snkn)

= kz:;

T n2(n—1) nl—l XikQ g

B 1 n(n+1)(2n+1) n(n+1)
_n(n—l)x 6 - 2
B 1 n(n+1)(2n — 2)
—nQ(n—l)X 6

~n+1

~ 3n

2. Si on tire les deux boules blanches successivement et avec remise, on
a:

P(B) =) P(Ay) x P4, (B)

ol
T
[N}

nk,2
XZ—Q

kln

= x2k2

(n + 1)(2n +1)
6n3

3= 3=

1
3. Dans les deux cas, la limite vaut 3

Exercice 2

Exprimons les événements suivants a l'aide des éveénements A; :

1. B; : « Le premier 1 apparait au i-eme lancer. »
=AetVi>2 B = (ZﬂlAk> N A,.
2. C': « Au moins un des rés]:l‘iats est un 1. »
o= A
3. D: <<Z:/§ucun lancer ne donne un 1 ».
D=7

i=1

Exercice 3

VRAIL Vn € N A, C A,41 donc P(A,) < P(A,41)
FAUX! Des événements ne sont pas des nombres réels.

FAUX! Pour la méme raison.

ol

VRAL La suite (P(A,,)) est croissante et majorée par 1 donc d’apres
le théoreme de limite monotone, elle converge.

o

FAUX! A est négligeable mais il n’est pas nécessairement vide.

6. Déterminons Ay (le raisonnement est identique pour les autres).

Soit B, : "Le numéro 4 apparait au niéme tirage".
“+o0o

A= B
n=1

D’apres le corollaire du théoreme de limite monotone,

P(A,) = lim P (O Bk).

k=1

P <U Bk> =1-P (ﬂ Bk> =1- (2) par indépendance.
k=1

Ainsii P(Ay) = 1.
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7. FAUX! Si A, est réalisé, A, ;1 ne l'est pas nécessairement (il peut
apparaitre un 1 au n + 1 éme lancer).

8. VRAL Si A, est réalisé, alors A, I'est nécessairement.

Exercice 4

Déterminons P(An) en fonction de n pour tout n € N* et déduisons-en
P(B).

2 n
Vn e N, P(A,) = 1 — (3) .

(An)n>1 étant une suite croissante d’événements, d’apres le théoreme de
limite monotone, P(B) = limP(A,) = 1.
n

Exercice 5

1. Ecrivons B A I'aide des événements A,,.
+oo
B = ﬂ A,.
n=1
2. (A,)nen+ est une suite décroissante d’évenements.
3. Exprimons P(An) en fonction de n.
5 n
P(A,) = (> .
(A= (2
4. On en déduit P(B).

(Apn)nen+ étant une suite décroissante d’évenements, d’apres le théo-
reme de limite monotone,

P(B) = lim P(A,) = 0.

B est quasi-impossible.

Exercice 6

1
1. a. Soit n dans N*. Montrons que P(£,,) =

n(n+1)
Soit A, : "On obtient une boule blanche au n-ieme tirage".

. Soit n dans N*. Montrons que P(F,,) =

1 nfli
E1 = A1 donc P(El) = 5 et Vn 2 Q,En = ﬂ Ak ﬁAn
k=1
Par indépendance, on en déduit que

1 2 n-1 1 1
Vn =2 P(E,) = - x = ieP(E,) = —— .
" (En) 2737% Ty Xn—l—lle( ) n(n+ 1)

On en déduit que ceci est vrai pour tout n > 1.

. Déterminons deux réels a et b tels que Vn € N*P(E,) = oy
n

b

n+1
a=1¢et b= —1 conviennent.

. Déduisons-en que 1’on obtient presque stirement au moins une

boule blanche.
Soit B : "obtenir au moins une boule blanche".

“+oo
B=|JE,.
n=1

Les événements FE, étant deux a deux incompatibles, on a :

P(B) = fwn)

1
= lim (1 — ) par telescopage additif
n n+1

=1

d’ou le résultat.
1 1

nl (n+1)
_ 1 nl -
Fy = Ay donc P(F}) = 3 et Vn > 2, F, = ﬂ AL NA,.
k=1
Par indépendance, on en déduit que

1 1 1
Vn =2, P(F,) ==X - X — X n ie P(F,) = o
2 3 n n+l (n+1)!

On en déduit que ceci est vrai pour tout n > 1.

1 1 n
De plus, ¥n > 1, — — - .
RS TE S T ) T (et 1)

. Déduisons-en que 1'on obtient presque stirement au moins une

boule noire.
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Soit N : "On obtient au moins une boule noire".
—+oco

N=JF.

n=1
Les événements F), étant deux a deux incompatibles, on a :

P(N) = iwm

1
= lim (1 — (+1>‘> par telescopage additif
n n !
=1

d’ou le résultat.

Exercice 7

1. a. Exprimons C,, a 'aide des A;.

Vn>10, = UAZ».
i=1
b. Déduisons-en que P(C,,) =1 —-P(4A;N...NA,).
Par passage au complémentaire, on en déduit la relation deman-

dée.
c. Calculons alors P(C,,).

5 n
Par indépendance, on en déduit que P(C,,) =1 — <6> .

. Justifions que C), est une suite croissante d’éveénements.
Vn > 17077, C Cn+1.
En effet, si on obtient au moins un 1 lors des n premiers lancers,
on obtient au moins un 1 lors des n + 1 lancers.

b. Exprimons C en fonction des C), et déduisons-en que C' est

presque str.
“+o0o

c= G

n=1

D’apres le théoréeme de limite monotone, on en déduit que

P(C) = limP(C,) = 1.

C est quasi-certain.

c. Montrons que D est négligeable.
P(D) =1—P(C) d’ou le résultat.
. Exprimons C' a 'aide des A;.

+oo
=1

La suite (A, ),en+ n'est pas une suite monotone d’événements.

b. Appliquons le corollaire du théoreme de la limite monotone pour

retrouver que D est négligeable.
“+o0o

D = ﬂ A; et d’apres le corollaire du théoreme de limite mono-
i=1

tone, on a :

Exercice 8

Deux joueurs A et B jouent chacun avec deux dés équilibrés. Le joueur A
gagne si le total de ses deux dés donne 7, et B gagne si le total de ses deux
dés donne 6. B joue le premier et ensuite (si nécessaire), A et B jouent
alternativement. Le jeu s’arréte des que I'un des deux gagne.

1. Déterminons la probabilité des évenements :
e G4 : « le joueur A obtient 7 »
o (& B -

1 5
Un tableau a double entrée montre que P(G4) = 8 et P(Gp) = 3%

« le joueur B obtient 6 »

2. On introduit les événements :

e B, : « le joueur B gagne a son n-ieme lancer »
e A, : «lejoueur A gagne a son n-éme lancer »
Déterminons la probabilité de ces évenements.
5
P(B1) =

36
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155\ !
Vn > 2,P(B,) = (216) X 36 (valable pour n = 1).
31 1
P(B —.
(Bi) = 36 % &
155 31 1
De méme, P(A4,) = (216) X35 %5 (valable pour n = 1).
3. On note :

e V,: « le joueur A gagne »
e Vg : « le joueur B gagne »

Ecrivons V4 et Vg en fonction des évenements A,, et B,,.
+oo

Va=J A4,
n=1 .
De méme, Vg = U B,.
n=1

4. Déduisons-en la probabilité de V, et Vp.
Les événements A, étant deux a deux incompatibles, on a :

155)”_1 31 1
X

+oo
P(Vy) = ( — X =
(Va) 22; 216 36 6
IRV
216 — 322
31 216
= — X —
216 = 61
31
61
De méme,
X 7155\ 5
]PJ _
D=5 () %5
5
36 — s
_ 5 26
36 61
30
T 61

Le jeu n’est pas équilibré, B a plus de chance de gagner.

1. On a équiprobabilité donc a1 = by = ¢ =

Exercice 9

OO\H

2. A,, B, et C, réalisent une partition de 'univers donc d’apres la

formule des probabilités totales, on a :

1
X 3 + ¢ X P, (Apya).

Déterminons Pg, (An11).

1
Pcn (An+1) + Pcn (Bn—i-l) + ]P)Cn (Cn—l—l) =1 donc g + 8]P)Cn (An+1) =1.

Qp4+1 = Qn

1 7
Ainsi, Po (A, = — et Pc (B, = —.
P it + L
ar suite, a,+1 = =a,, + —c,.
) +1 3 12
7 1
E cdant d & bpi1 = =Qyp+b,+-—c, et i1 = —ap+ =Cp.
n procedant de meme, 0,41 3@ + —1—120 et cpt1 3a +30
. On a pour tout entier naturel n > 1,
1 1
Cnt2 = §Gn+1 + gcn+1
1
= —Qp + —=Cp + =Cyp,
gfn T 3™ T gt
1 ( 1 )+ 1 n 1
= —1|c, — =Cp, —Cy —Cp,
3\ 3 36 3
2 1
= 5Cn — 7+Cn
3712
On reconnait ici une SRL d’ordre 2
2 1
Résolvons I’équation caractéristique x? = gzv 13 ie

1222 —8x +1=0.

Déterminons le discriminant.

1
A =16 > 0 donc I’équation admet deux racines réelles : z; = 3 et
1

To — 6
1\" 1\"
Il existe (A\; p) € R? tel que Vn € N, ¢, = A <2> + (6) :
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1)\ 1 1
— 7/“’L — —
On détermine \ et p en résolvant le systeme % 61 32 ie
N =2
1" 36" T 9
IN+p=2 . A=1
{9)\+M:8 SOlt{M:_l.
Ainsi, Vn > 1 ! L
insi, Vn Cph=—— —.
Sv = 9 2n 6”
1 1
Vn e N, a, =3c,11 —cp déduit n = :
n €N a Cn+1 — Cp On en déduit que a 2”+1+2><6”
A,, B, et (), réalisant une partition de 'univers, on en déduit que
3 1
n=1—— 4+ —.
’ ol T o x 6"

1 1 . . . .
4. 5 et 6 appartenant a | — 1; 1] hyrln a, =0, h}l(n b, =1 et hrrln cn = 0.



